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РАСЧЕТ НА КРУЧЕНИЕ ТОНКОСТЕННЫХ СТЕРЖНЕЙ  
С НАКЛОННЫМИ РЕБРАМИ ЖЕСТКОСТИ 
 
В.Н. КИСЕЛЕВ, канд. техн. наук, доц. Ю.В. ПОПКОВ 
(Полоцкий государственный университет) 
 
Приведены методы расчетной оценки напружено-деформированного состояния при кручении 
тонкостенных стержней с наклонными ребрами жесткости. В результате исследований влияния на-
клонных ребер жесткости на работу балки получены результаты, свидетельствующие о многократном 
повышении их крутильной жесткости, что в конечном итоге приводит к экономии стали за счет более 
рационального использования материала. Постановка наклонных ребер жесткости по длине тонко-
стенного призматического стержня открытого профиля увеличивает жесткость чистого кручения. 
Повышение крутильной жесткости стержня приводит к уменьшению углов закручивания его сечений и 
повышению общей устойчивости и несущей способности. Увеличение крутильной жесткости (m) зави-
сит от числа наклонных ребер, расстановки их по длине, угла наклона ребер с продольной осью балки и 
не постоянен по длине стержня. Наличие наклонных ребер жесткости незначительно сказывается на 
изменении нормальных напряжений и жесткости стержня на изгиб в вертикальной плоскости, но су-
щественно изменяет работу его на кручение. 
 
Введение. Для стержня открытого профиля произвольного очертания (и как частный случай приз-
матического) изгибная форма потери устойчивости, характеризующаяся поступательными смещениями 
поперечных сечений, возможна только при условии, если продольная сжимающая сила будет приложена в 
центре изгиба. Если же эта сила не проходит через вышеуказанную точку, то форма потери устойчивости 
характеризуется не только прогибами  и , но и углом закручивания  [1]. Причем изгибно-крутильная 
критическая сила для тонкостенных стержней такого типа в упругой стадии при свободе депланации се-
чений существенно меньше «эйлеровой» силы (здесь имеется в виду наименьшая из двух «эйлеровых» 
Nxkp и Nykp). Одним из наиболее простых мероприятий, приводящих к значительному увеличению кру-
тильной жесткости стержня, является усиление его путем постановки наклонных ребер жесткости, 
уменьшающих депланации поперечных сечений стержня при кручении. Это мероприятие существенно 
повышает изгибно-крутильную критическую силу и приближает ее к «эйлеровой». Кроме того, вышена-
званные «противокрутильные связи» одновременно повышают и местную устойчивость стенки балки, 
т.е. с постановкой их по длине элемента мы разрешаем две задачи: 
1) повышение общей устойчивости стержня; 
2) повышение местной устойчивости полос стержня, тогда как ранее они решались независимо 
друг от друга, а именно: для повышения жесткости чистого кручения стержень с открытым профилем 
заменялся стержнем с закрытым профилем, а для повышения местной устойчивости обычно устанавли-
вались поперечные диафрагмы [1 – 6]. 
Сущность метода расчета. Рассмотрим конкретный пример, из которого с очевидностью будет 
следовать возможность повторения подобных рассуждений для любого другого случая при расчете тон-
костенных призматических стержней открытого профиля с «противокрутильными связями» в виде на-
клонных ребер жесткости (рис. 1, а).  
Пусть имеется двутавровый стержень несимметричного сечения с t числом наклоненных под уг-
лом 
pi
 к его продольной оси листовых диафрагм (см. рис. 1, а).  
Полагаем, что опорные закрепления стержня не превращают его в механизм в отношении круче-
ния. Размеры поперечного сечения, считая по срединным плоскостям полос стержня: высота стенки h0, 
ее толщина ,ст  ширина поясов bв.п. и bн.п., их толщина в.п., н.п.. Под срединной плоскостью (срединной 
поверхностью для оболочек) будем понимать плоскость (поверхность), проходящую через средины тол-
щин пластинок, образующих данный стержень. Причем обозначения «в.п.» и «н.п.» указывают, что вели-
чина принадлежит соответственно верхнему или нижнему поясу балки. Внешний крутящий момент Мкр 
будет вызывать в поперечных сечениях стержня скручивающие моменты Мх, эпюра которых по длине 
стержня приведена на рисунке 1. Необходимо отметить, что такой вид эпюры скручивающего момента по 
длине балки при заданной внешней нагрузке будет в том случае, если левый конец исследуемого стержня 
защемлен, а правый – свободен. Это значит, что левое опорное сечение закреплено от перемещений как в 
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плоскости этого сечения (отсутствие угла закручивания θх = 0, так и из плоскости (отсутствие депланации 
сечения θ'х = 0), т.е. при x = 0, θ(x) = θ'(x) = 0 (кинематические граничные условия). На правом свободном 
конце отсутствуют статические факторы (продольные секториальные силы и общий крутящий момент). 
В каждом поперечном сечении часть *
xM  полного скручивающего момента Mx воспринимается за 
счет касательных напряжений чистого кручения τкр, которые в любой точке сечения тонкостенного 
стержня направлены параллельно касательной к дуге контура и по толщине стенки меняются по закону 
кососимметричной треугольной эпюры, принимая в крайних точках полос значения, равные полуразно-
сти крайних ординат трапеции 2 1
2
 (см. рис. 1, в). Вторая часть момента, равная Mx – 
*
xM и статически 
эквивалентная паре сил K(x), лежащих в плоскостях поясов и являющихся для последних перерезываю-
щимися силами, будет вызывать изгиб поясов в их плоскостях. Причем эти перерезывающие силы полу-
чаются из общей трапецеидальной эпюры касательных напряжений путем выделения прямоугольной 
эпюры с ординатой, равной полусумме ординат в крайних точках эпюры 2 1
2
(рис. 1, в). 
 
 
 
Рис. 1. Кручение тонкостенного призматического стержня с наклонными ребрами жесткости  
 
Для получения расчетной схемы расчленим исследуемый стержень на ряд составляющих его по-
лос и рассмотрим работу каждой из полос самостоятельно. Причем необходимо отметить, что такой под-
ход к решению задачи оказывается возможным на основании идеи о возможности расчленения тонко-
стенного призматического элемента на ряд составляющих его плоских полос и рассмотрения этих полос, 
как работающих в условиях обобщенного плоского напряженного состояния с учетом развивающихся 
между ними усилий взаимодействия. Наиболее просто в данном случае произвести расчленение двутав-
ровой балки на три полосы: стенку и два пояса (см. рис. 1, б).  
Для правомерности самостоятельного рассмотрения работы каждой из этих полос мы должны 
приложить к их смежным кромкам некоторые усилия взаимодействия, заменяющие влияние отброшен-
ных частей. Касательные усилия чистого кручения, приводящие к распределенным по поперечному се-
чению парам (см. рис. 1, в), не вызовут по линии разреза стенки и пояса каких-либо результирующих 
усилий, лежащих в срединных плоскостях полос; они вызовут здесь лишь моменты, изгибающие полосы 
а) б) 
в) 
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из их плоскостей, которые мы не учитываем. Последнее утверждение основывается на игнорировании 
жесткости полос из своих плоскостей, так как в реальных балках EJyп  >> EJzп. За основные неизвестные 
принимаем возникающие усилия взаимодействия наклонных ребер жесткости и поясов стержня: 
- для верхнего пояса: 0 0 0 0 0 0
1 2 1 2, ,...., ,..., , ,...,i t i+ tX  X X X       M M ; 
- для нижнего пояса: 1 1 1 1 1 1
1 2 1 2, ,...., ,..., , ,...,i t i+ tX  X X X       M M . 
Для определения этих сил методом строительной механики составляем две системы из 2t уравнений: 
(δ11 + 
*
11
)z1 +  
2
1 1
2 1
t t
j j j j
j j t
z y  + Δ1p= 0; 
δ21z1+ (δ22 + 
*
22
)z2 +
2
2 2
3 1
t t
j j j j
j j t
z y + Δ2p = 0 
 
(1) ............................................................................. 
1
1
t
tj j
j
z  +  (δtt+
*
tt
)zt +  
2
1
1
t
j j
j t
y  +  Δtp = 0; 
............................................................................ 
2 1
2 2
1 1
t t
j j j j
j j t
z y + (δ2t,2t+ 
*
2 ,2t t )y2t + Δ2p= 0. 
 
Если подставить в (1) вместо z1 и yj – 
0
ix
 и 0
iM  или –
1
ix  
 и 1
iM , то получим вышеназванные систе-
мы канонических уравнений метода сил соответственно для верхнего и нижнего поясов балки.  
В дальнейших рассуждениях будем принимать под данной системой канонических уравнений ме-
тода сил две системы соответственно для верхнего и нижнего поясов балки. Коэффициенты этих уравне-
ний имеют следующий физический смысл: *jj и 
*
,t j  t j – взаимное единичное перемещение и взаимный 
единичный поворот концов наклонных ребер жесткости и поясов исследуемой балки от действия еди-
ничных усилий взаимодействия. Все же остальные буквенные знаки имеют обычные для канонических 
уравнений метода сил значения и определяются по формулам: 
δii = 
2 2 2
,i i i
y
M Q N
dx dx dx
EJ GF EF
 
(2) 
δij = ,
i j i j i j
y
M M Q Q N N
dx dx dx
EJ GF EF
 
 
где под Jy и F подразумевается Jyнп , Fнп или Jyвп , Fвп.   
Поскольку в (1) для каждой полосы свободные члены Δip и Δ (t+i)p представляют собой перемеще-
ния, вызванные перерезывающей силой K(x) (равнодействующей секториальных касательных напряже-
ний τω), которая в свою очередь, как будет показано ниже, является функцией неизвестных усилий взаи-
модействия, то последняя система будет нелинейной, для ее решения удобно использовать метод итера-
ций, а именно его частный случай – метод последовательных приближений.  
В качестве некоторого исходного приближения X(O), которое может выбираться, вообще говоря, 
произвольно, принимаем решение системы, полученное при условии, что касательные напряжения чистого 
кручения τкр равны нулю. Последнее равносильно допущению, что крутящие моменты, возникающие 
вследствие неравномерного распределения касательных напряжений по толщине полос, равны нулю. 
При следующих же итерациях будем учитывать жесткость чистого кручения GJd, для чего, решая диф-
ференциальное уравнение 
 
                     ( ) ( ) ( ) 0IV IId крEJ x GJ x m x                                                    (3) 
методом начальных параметров или любым другим, определим функцию углов закручивания θ(x) по 
длине стержня от действия внешней нагрузки и усилий взаимодействия.  
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Обозначения в уравнении (3) имеют следующий физический смысл: mкр(x) – внешний закручи-
вающий момент; Jd – момент инерции при чистом кручении (крутильное сопротивление), вычисляе-
мый по формуле: 
 
    Jd = 
3
13
n
i i
i
d ,                                                                      (4) 
 
где  – безразмерная величина, зависимая от формы сечения и полученная экспериментальным путем;  
di – ширина  пластинки, из которой состоит профиль; i – ее толщина.  
На основании теории чистого кручения выразим  *
xM  в любом сечении балки: 
 
                            *
( )
x d
d x
M GJ
dx
.                                                                         (5) 
 
Тогда перерезывающая сила, по которой определяем значения свободных членов: Δip и Δ (t+i)p, будет 
иметь вид: 
0
( )
( )
x d
i
d x
M GJ
dxK x
h
.                                                                   (6) 
Используя дифференциальные зависимости между интенсивностью сплошной нагрузки, попереч-
ной силой и изгибающим моментом: 
 
( )dQ x
dx
 = g(x), 
2
2
( )
( ),
d M x
g x
dx
 
 
получим выражения Δip и Δ (t+i)p в общем виде: 
 
Δip = 
*
( ) 0
( )
i x d j
f i y
d x
M M GJ dx D
dx
dx
h EJ
 
*
( )
( )
i x d
f i o
d x
Q M GJ
dx
dx
h GF
, 
        (7)  
 
Δ(t+i)p = 
*
( )
( )
( )
]t i x d j
f t i o y
d x
M M GJ dx D
dx
dx
h EJ
*
( )
( )
( )
t i x d
f t i o
d x
Q M GJ
dx
dx
h GF
, 
 
где *
iQ ,
*
t iQ , 
*
iM ,
*
t iM  – единичная поперечная сила и единичный изгибающий момент; Dj – постоянная 
интегрирования, зависящая от граничных условий стержня. 
Решением системы (1) определяются неизвестные условия взаимодействия, которые будут уточ-
няться каждым последующим этапом.  
Такие последовательные решения проводят до тех пор, пока результаты предыдущего и после-
дующего этапов будут отличаться не более чем на величину заданной погрешности, т.е. 
                         │Zi
(n)
 - Zi
(n–1)│ ≤ ε1; │Yi
(n)
 – Yi
(n–1)│≤ ε1,                                                        (8) 
 где ε1 – величина заданной погрешности; Zi
(n)
, Yi
(n-1)
 – n – решение системы; Zi
(n–1)
, Yi
(n–1)
 – (n – 1) – реше-
ние системы. 
Дальнейший расчет балки с наклонными ребрами жесткости может быть выполнен: 
а) как для стержня без «противокрутильных связей» на действие внешних закручивающих нагру-
зок и найденных усилий взаимодействия; 
СТРОИТЕЛЬСТВО. ПРИКЛАДНЫЕ НАУКИ. Строительные конструкции                                              № 6 
 
 53 
б) как для стержня без ребер жесткости на действие внешних закручивающих нагрузок, но с уче-
том коэффициента увеличения жесткости стержня m и с последующим уточнением изгибно-крутильных 
факторов: ах , ау , EJω , GJd , kl и т.д. 
Необходимо отметить, что первый столб расчета дает наиболее точный результат, так как балка 
рассматривается в данном случае не как фиктивный стержень с осредненными общими для всего стерж-
ня свойствами, а как сложная система с полной совокупностью внешних нагрузок и найденных основных 
неизвестных. Однако этот путь решения наиболее трудоемкий. Во втором же случае значения получен-
ных характеристик являются усредненными для всего стержня, и в то же время они точно представляют 
последний в целом ряде дискретных сечений. 
Для цилиндрических и призматических оболочек открытого профиля и стержней, состоящих из 
тонких пластинок, с соотношением толщины к характерному размеру поперечного сечения (характерным 
размером для двутавровой балки будет ее высота ho), порядка 0,02 и менее, крутильная жесткость GJd 
как величина, пропорциональная кубу толщин, без погрешности может быть принята равной нулю. Тогда 
дифференциальное уравнение упругой линии углов закручивания будет иметь вид:  
EJω xθ
IV
(x) – mkp(x) = 0, 
и система (1) из нелинейной обращается в линейную, что значительно упрощает решение. 
Работа i противокрутильной связи от действия единичных усилий. Пусть на двутавровую 
балку несимметричного сечения с i числом наклонных ребер жесткости действует крутящий момент, 
приложенный на правом конце стержня, а левый конец, чтобы балка не превращалась в механизм, имеет 
жесткую заделку, т.е. при x = 0: ξ = 0; η = 0; θ = 0; ξI = 0; ηI = 0; θI = 0 (рис. 2).  
 
 
 
Рис. 2. К решению задачи расчета на кручение двутавровой балки  
с наклонными ребрами жесткости 
 
В результате действия крутящего момента данного знака верхняя и нижняя полки двутавра будут 
изгибаться в разные стороны относительно вертикальной оси OY:  
- вышеназванная нагрузка изгибает верхнюю полку выпуклостью;  
- нижнюю – вогнутостью к наблюдателю, смотрящему так, что положительная ось OX направлена 
для него слева направо.  
Тогда «противокрутильная связь» будет находиться в сложном деформированном состоянии, 
которое можно представить как изгиб ребра жесткости в плоскости X1O1Y1 (в плоскости наименьшей 
жесткости), изгиб в плоскости Z1O1Y1 (в плоскости наибольшей жесткости) и закручивания вокруг 
оси O1Y1. Причем необходимо отметить, что в реальных конструкциях изгиб ребра в плоскости наи-
большей жесткости будет вызываться не только перемещением поясов балки в противоположных 
направлениях, но и деформациями последних из своих плоскостей. Однако в силу малой жесткости 
поясов балки и «противокрутильных связей» эти деформации нами не учитываются. В балках такого 
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типа в плоскости X1O1Y1 пренебрегаем усилиями, возникающими в местах разреза последних с пояса-
ми балки в направлении оси O1X1.  
Коэффициенты *
ii
и *
t it i
вычисляются по общим правилам строительной механики и выража-
ются формулой: 
 
               
2 2
*
0 0
,
lpi lpi
i i
ii
xpi pi
M Q
dy dx
EJ GF
                                                                                                 (9) 
 
где lpi – длина «противокрутильной связи»; Jxpi – момент инерции «противокрутильной связи» относи-
тельно оси O1X1 и Fpi – площадь поперечного сечения данной связи. 
Причем Jxpi = 2/3·δpi·b
3
pi, Fpi = 2δpi·bpi, если наклонные ребра жесткости установлены с обеих сторон 
стенки балки (см. рис. 2) или Jxpi = 1/12·δpi·b
3
pi, Fpi = δpi·bpi , если ребра установлены с одной стороны стенки. 
Проинтегрировав выражение (9), получим 
3
*
3
pi pi
ii
xpi pi
l l
EJ GF
 
или, если принять lpi = 
0 ,
sin pi
h
 то имеем 
3
*
3
.
3 sin sin
o o
ii
xpi pi pi pi
h h
EJ GF
 
Податливость данного ребра при кручении получаем из уравнения  
                         Mt+i·
( ),( )  
sin
t i t i
pi dpi
d
GJ
dy
,                                                                                      (10)  
где Jdpi – момент инерции при частом кручении ребра, определяемый по формуле: 
 
31 (2 0.63 ).
3
dpi pi pi piJ b  
 
Раскрывая (10) и используя известную зависимость  
 
lpi = 
0 ,
sin pi
h
 
будем иметь:  
0
( ),( ) .t i t i
dpi
h
GJ
                                                                     (11) 
 
Как видно из (10) и (11), коэффициенты 
ii
и 
( ),( )t i t i
не зависят от положения ребра по длине 
балки.  
Если же ребро жесткости установлено как обычно, т.е. αpi = 90°, то вышеназванные коэффици-
енты будут иметь вид: 
 
3
,
3
o o
ii
xpi pi
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EJ GF
 0( ),( ) .t i t i
dpi
h
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Для других типов «противокрутильных связей» эти коэффициенты определяются по идентичным 
выражениям.  
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Заключение. На основании результатов, полученных при исследовании влияния наклонных ребер 
жесткости на крутильную жесткость и нормальные секториальные напряжения двутавровых балок на 
скручивающую нагрузку, можно сделать следующие основные выводы: 
1) в результате постановки наклонных ребер жесткости по длине тонкостенного призматического 
стержня открытого профиля увеличивается жесткость чистого кручения; 
2) повышение крутильной жесткости стержня приводит к уменьшению углов закручивания его 
сечений и повышению общей устойчивости и несущей способности. 
3) увеличение крутильной жесткости (m) зависит от числа наклонных ребер, расстановки их по 
длине, угла наклона ребер с продольной осью балки и не постоянен по длине стержня, а именно: с уве-
личением числа связей m – возрастает, с увеличением угла наклона и при αpi, близком к 90º, резко падает; 
4) наличие наклонных ребер жесткости незначительно сказывается на изменении нормальных 
напряжений и жесткости стержня на изгиб в вертикальной плоскости, но существенно изменяет работу 
его на кручение. Стержень приближается к типу профилей с замкнутым контуром (особенно при наклон-
ных ребрах в виде тавров и крестообразных). «Противокрутильные связи» препятствуют кручению 
стержня и заставляют его работать на изгиб в вертикальной или горизонтальной плоскостях. Поэтому 
при расчете подкрепленных стержней, работающих на скручивающую нагрузку (но не на изгиб), необхо-
димо учитывать влияние «противокрутильных связей» по предлагаемой методике. Причем в зависимости 
от величины характеристического числа kl задача решается двояко, т.е. с учетом или без учета касатель-
ных напряжений чистого кручения (точный и приближенный метод). 
 
ЛИТЕРАТУРА 
 
1. Власов, В.З. Тонкостенные упругие стержни / В.З. Власов. – М.: Стройиздат, 1940. – 278 с. 
2. Крылов, И.И. Экспериментальное исследование работы стальных неразрезных предварительно напря-
женных балок с наклонными ребрами жесткости / И.И. Крылов // Молодежь и научно-технический 
прогресс в строительстве: материалы науч.-техн. конф. – Новосибирск, 1972. – С. 120 – 129. 
3. Металлические конструкции: в 3 т. / В.В. Горев. – М.: Высш. шк., 1999. – Т. 2. – 528 с. 
4. Металлические конструкции: справ. проектировщика: в 3 т. / под ред. В.В. Кузнецова. – М.:  Изд-во АСB, 
1998. – Т. 2. – 576 с. 
5. Нормы проектирования. Стальные конструкции: СНиП II-23-81*. – М.: Госстрой СССР, 1982. – 96 с. 
6. Еврокод 3. Проектирование стальных конструкций. Часть 1 – 1. Общие правила и правила для зда-
ний: ТКП EN 1993-1-1: 2010. – Минск: Минскстройархитектура Респ. Беларусь, 2010. – 93 с. 
 
Поступила 20.05.2010 
 
TORSION ESTIMATE  
FOR THIN-WALLED RODS WITH INCLINED STIFFENING RIBS 
 
V. KISELEV, Y. POPKOV 
 
 
Estimate methods of strained deformed state of thin walled rods with inclined stiffening ribs in torsion are 
described. Investigation of influence of inclined stiffening ribs on a beam operation has shown multiple increase 
of stiffness in torsion which finally resulted in saving of steel due to more efficient use of material. Length state-
ment of inclined stiffening ribs of thin-walled prismatic rod increase profile increments stiffness of pure torsion. 
Rise of torsion stiffness of rod leads to torsion angles reduction of its cross-sections and rising of general stabili-
ty and load-carrying capacity. Growth of torsional stiffness (m) depends on number of inclined stiffening ribs, 
length placing, angle of slope ridges with beam centre line and it is not constant on rod length. Presence of slope 
stiffening fins negligible affects on change of direct stress and vertical flexure stiffness of rod, but essentially 
changes its working in torsion. 
 
 
 
 
 
 
 
 
